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SUMMARIES 
This article presents a careful analysis of the 
chapters devoted to algebra in the Trattato di praticha 
d'arismetrica written by MOBenedetto of Florence in 
1463 (ms. L.IV.21 Municipal Library, Siena). This 
analysis permits us to reconstruct partially the his- 
tory of algebra in Tuscany from Leonardo Pisano to 
the middle of the 15th century, and shows that the 
elements of algebra expounded in Luca Pacioli's Summa 
de arithmetica [1494] were already contained in 
Benedetto's treatise. 
On pr&ente ici une analyse soigneuse des chapitres 
concernants l'algzbre dans le Trattato di praticha 
d'arismetrica (manuscrit L.IV.21 de la Bibliothzque Com- 
munale de Sienne) e'crit en 1463 par Maistre Benedetto 
de Florence. Cette analyse permet une reconstitution 
partielle de l'histoire de l'alggbre en Toscane depuis 
Leonardo Pisano jusqu' 2 la moitie' du XV si&le, et 
elle montre que les notions d'algzbre exposges dans la 
"Summa de arithmetica" [1494] de Luca Pacioli gtaient 
d&j2 contenues dans le trait6 de Maistre Benedetto. 
In diesem Aufsatz werden die algebraischen Absch- 
nitte im Trattato di praticha d'arismetrica von 
MOBenedetto aus Florenz sorgf~ltig analysiert. (Die 
Handschrift dieses Werkes befindet sich unter der 
Signatur L.IV.21 in der Biblioteca Comunale in Siena.) 
Dadurch wird es m;glich, die Geschichte der Algebra in 
der Toscana von Leonardo Pisano bis zur Mitte des 15. 
Jahrhunderts teilweise zu rekonstruieren. Man erkennt, 
da6 die algebraischen Kenntnisse, die Luca Pacioli in 
seiner Schrift Summa de arithmetica 114941 bringt, 
schon in dem Handbuch von MOBenedetto enthalten waren. 
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Nelle varie fasi dell'evoluzione de1 pensiero matematico, 
l'algebra g sempre stata element0 trainante per rinnovamenti ed 
ha dato forte impulso allo sviluppo di altre teorie. La con- 
siderazione in cui z stata tenuta, fin dalle sue origini, tale 
disciplina, 'e dimostrata, tra l'altro, da1 fatto the nel Basso 
Medioevo e nel Rinascimento la valutazione delle capacitz mate- 
matiche di un abacista veniva fatta, principalmente, sulla base 
delle sue capacitz algebriche. 
Anche se la storia dell'algebra z attualmente ben lontana 
dall'essere stata completamente ricostruita, tuttavia diversi 
son0 stati, nelle varie epoche, gli storici dell'algebra. Ricor- 
diamo tra essi Pietro Cossali autore, nel secolo XVIII, di un'opera 
da1 titolo Origine, trasporto in Italia, primi progressi in essa, 
dell'algebra the bench6 vasta e documentata, non tiene conto dei 
contributi degli algebristi italiani dei secoli XIV e XV, a causa 
de1 mancato ritrovamento delle loro opere the, al tempo, giacevano 
ignorate in molte biblioteche ed archivi. Anche gli storici suc- 
cessivi a Cossali, dopo avere esposto i contributi di Leonardo 
Pisano, passano a considerare l'opera di Luca Pacioli, attribuendo 
a quest'ultimo tutti i nuovi risultati, ignorando l'attivitz degli 
algebristi dei secoli intermedi. 
A completare gli studi di Cossali e dei suoi successori, 
presentiamo l'opera di uno studioso de1 secolo XV, the, non a 
torto, pus essere anch'egli considerato uno storico dell'algebra. 
Si tratta di Maestro Benedetto da Firenze, autore tra l'altro di 
un importante Trattato di praticha d'arismetrica, noto agli stu- 
diosi di matematica medioevale con la segnatura L.IV.21 con cui 
esso 6 conservato press0 la Biblioteca Comunale di Siena [l]. 
1. MAESTRO BENEDETTC E IL TRATTATO DI PRATICHA D'ARISMETRICA 
Le sole notizie certe sulla vita di MOBenedetto sono quelle 
the egli stesso ci riferisce nei suoi scritti. Apprendiamo co& 
the 
nato e alevato sono in Firenze. [Benedetto 1475, c.2r] 
e the 
il mio maestro fusse quell0 the al tempo presente excede 
gli altri, cio6 Maestro Chalandro di Piero Chalandri 
huomo di gentil sangue et di chostumi et buone usanze 
chopioso. [Benedetto 1463, c.409v] 
Inoltre nell'elencare i maestri d'abaco the, a Firenze nel 146 
si dist inguevano nell insegnamento dell algebra, egli afferma: 
3, 
E bench; non meriti essere chonosciuto per insegnante, 
ma per imparare anchora, si pus dire io essere fra gli 
altri. [Benedetto 1463, c.408~1 
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Tra le notizie di incerta fonte abbiamo poi la data di 
nascita, awenuta, second0 lo studioso I. Hart, nel 1432 [Hart 
19611. Tale data, peraltro, ben si accorda con un'altra notizia 
fornitaci da MOBenedetto il quale afferma di avere incominciato a 
studiare l'abaco al tempo della morte di Giovanni di Bartolo; 
quest'ultimo mar? verso il 1445. Sempre Hart ci informa the 
Benedetto fu, in Firenze, uno dei maestri di Leonardo da Vinci. 
Le opere matematiche di MOBenedetto, a noi pervenute, sono 
il giz citato Trattato di Praticha d'arismetrica datato 1463 e un 
Trattato d'abacho di cui sono conservate numerose copie, la pit 
antica delle quali reca la data 1459 [2]. Probabile, anche se non 
de1 tutto certa, z poi l'attribuzione a Benedetto da Firenze de1 
Trattato di praticha di geometria, contenuto nel codice Palatino 
577 della Biblioteca Nazionale di Firenze [Arrighi 1968b; Picutti 
19791. 
Costituito da 500 carte in pergamena de1 format0 di cm 29 x 
40 circa, il Trattato di praticha d'arismetrica, puz essere con- 
siderato una summa di quel sapere matematico the veniva coltivato 
nelle Botteghe d'abaco de1 XV secolo. L'opera 'e divisa in sedici 
libri, alcuni dei quali ulteriormente suddivisi in capitoli [3]. 
Alle classiche questioni di aritmetica mercantile si affiancano, 
nei primi dieci libri, questioni di aritmetica speculativa e di 
matematica dilettevole. I libri undicesimo e dodicesimo, prope- 
deutici per lo studio dell'algebra, "chontengono certe proposi- 
tioni e dimostrationi the sono come principii alle quantitz 
chontinue . . . [el . . . el travagliare delle radicie." Alla 
reghola de algebra amuchabale sono dedicati i libri tredicesimo, 
quattordicesimo e quindicesimo the saranno oggetto de1 nostro 
studio. 11 libro sedicesimo infine "chontiene el testo di 
Lionardo Pisano sopra de' numeri quadrati" con un aggiunta di 
casi originali di MOBenedetto sull'argomentb. 
2. "EL TREDECIMO LIBRO NEL QUALE SI CHONTIENE CHOME E IN CHE 
MOD0 S'ASOLVONO E CHASI PER LA REGHOLA DE ALGEBRA AMUCHABLE" 
Rendiamo gratie all'Altissimo, chos? chomincia el testo 
de 1'Aghabar arabico nella regola de1 geber la quale noi 
diciamo algebra. La quale reghola d'algebra, second0 
Guglielmo de Lunis translatore, inporta in queste 7 nomi, 
cioe': geber, el mechel, el chal, el chelif, el fatiar, 
di ffar, el buram, el termen. [Benedetto 1463, c.368r] 
E' quest0 l'inizio de1 tredicesimo libro the si divide in 
tre capitoli the occupano le carte dalla 368r alla 388r. 
2.a "El primo chapitolo de1 13Olibro, nel quale si chiarifica 
per figure geometriche le 3 reghole chonposte dell'algebra" 
L'autore, dopo aver introdotto i concetti di numero o 
dramma, di radice o chosa e di censo, passa a considerare gli 
aguagliamenti semplici e i modi chonposti: 
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E primo di semplici aguagliamenti & quando lo censo 
s'aguaglia alle chose, lo second0 quando lo censo 
s'aguaglia all0 numero, lo terzo quando le chose 
s'aguagliano al numero . ..Affuora di questi tre modi, 
detti senplici, si truova altri 3 modi, detti chon- 
posti, de' quali il primo 2 quando lo censo cho' lie 
chose s'aguaglia al numero, lo second0 2 quando el 
censo e il numero s'aguagliano alle chose, el terzo 
i, quando e censi sono iguali alle chose e al numero. 
[Benedetto 1463, c.368~1 
Per ognuno diquesti tre casi viene data la regola risolu- 
tiva the coincide con quella attualmente usata; ogni regola viene 
poi illustrata mediante tre esempi numerici, Second0 le consuetu- 
dini dell'epoca vengono considerate solo le soluzioni positive, 
in conformit> a ciz nel second0 dei casi considerati l'autore 
riconosce, correttamente, l'esistenza di due, una, nessuna solu- 
zione quando quell0 the noi, oggi, chiamiamo discriminante 
dell'equazione, 'e rispettivamente maggiore, uguale o minore di 
zero. 
I modi composti sono ulteriormente giustificati mediante 
dimostrazioni geometriche condotte su casi numerici; in partico- 
lare sono date due diverse dimostrazioni per il primo ed ultimo 
case, mentre per quell0 intermedio le due costruzioni presenti 
nel testo si riferiscono alle due diverse soluzioni dell'equazione. 
11 capitol0 termina con la seguente osservazione: 
E bench; Lionardo Pisano chon chiare dimostrazioni 
quest0 medesimo mostri, niente di meno 2, prese queste 
chome pi'u antiche e scritte nel detto libro di aghabar. 
[Benedetto 1463, c.371~1 
L'autore dunque dichiara apertamente di avere seguito un 
testo arabo tradotto da Guglielmo de Lunis, cui aveva gi% accen- 
nato all'inizio [4]. Non avendo a disposizione tale trattato, 
abbiamo pertanto fatto un confront0 con le traduzioni latine dell, 
algebra di al-Khowarizmi, attribuite rispettivamente a Roberto di 
Chester e Gherardo Cremonese [Roberto di Chester 1915, Libri 1832, 
t. I, pp. 253-2791. Da tale comparazione g emerso the il testo di 
MOBenedetto pu; considerarsi una traduzione fedele, in volgare 
italiano, della prima parte delle succitate edizioni latine de1 
noto trattato di al-Khowarizmi. 
2.b. "El second0 chapitolo de1 tredecimo libro nel quale si 
dimostra chome e nomi di dette reghole, over0 e termini si 
raguagliano in fra lloro, overo chon altre quantitz" 
11 capitol0 inizia con la presentazione dei 
termini dell'algebra [chel sono nella proportionalits 
continua, cio$ the detti termini ascendono nella detta 
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proportionalits chome diciamo chosa, the 2 il prima, 
censo the 2 il secondo, chubo the z il terzo, censo 
di censo the 2 il quarto, . . . . chubi relati overo 
cubi di censo e cube di chubo e et. [Benedetto 1463, 
cc.37Iv-372r] 
L'autore si limita, nel seguito, alla considerazione delle 
prime sei potenze dell'incognita e d'a le regole per la loro 
moltiplicazione reciproca, limitandosi a quelle per cui il resul- 
tat0 non supera la sesta potenza. Seguono poi nel test0 le regole 
per dividere ogni potenza dell'incognita fino alla sesta, per 
ciascuna delle altre. Benedetto introduce a tale scope le seguenti 
frazioni: l/x, 1/x2, l/x3, 1/x4, l/x5, l/x6 the vengono chiamate 
rotto denominato di chosa, rotto denominato di censo, etc., e 
sono rappresentate nel manoscritto nel modo seguente: l/l cosa, 
l/l censo, etc. 
Per il calcolo della somma e sottrazione di termini diversi 
MOBenedetto osserva the: 
g di bisognio rispondere per due nomi o pit, chome a 
dire ragugni 2 censi e 8 chubi fanno 2 censi e 8 chubi 
e similmente degli altri. [Benedetto 1463, c.373r] 
Dopo aver introdotto i rotti denominati da due o pit nomi 
come "48 censi/3 chubi 2 chose, the lo diciamo rotto denominato 
da chubi e chose," l'autore spiega brevemente il modo di eseguire 
la somma di frazioni aventi a denominatore l'incognita o le sue 
potenze, osservando the: 
queste chose s'entenderanno meglio quando sieno messe 
in praticha usando e chasi. [Benedetto 1463, c.373r] 
11 capitol0 prosegue con l'esposizione, mediante esempi 
numerici, di alcune regole di moltiplicazione con radicali con- 
tenenti anche l'incognita e le sue potenze. I casi trattati sono, 
in simbolismo moderno, i seguenti: 
bx “G = nJbRxRa 9 l<n<5, - 
aRJbX=“JaRbx, ltn<5, 
a(ylsl;+L7,=LTf+ 02 , 
ax(b + &) = abx + d?? , 
ax (b - 4-z) = abx - Am , 
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MOBenedetto termina ricordando alcune abbreviazioni usate per 
l'incognita e alcune delle sue potenze: 
le chose si segnano chos? P , e censi chosi cI e chubi chos? b, e censi di censo chosi cc, e chubi relati chos: 
br, e chubi di chubo chos? bb. [Benedetto 1463, c.474rl 
Osserviamo the, nel resto dell'opera, fatta eccezione per 
suella the diventa il simbolo di cosa, le altre abbreviazioni 
compaiono assai raramente. 
2.c "El terzo e ultimo chapitolo de1 tredecimo [libro] dove 
si dimostra e chasi sopra le 6 reghole dette e altre reghole 
da quelle tratte" 
I1 capitol0 molto pi; lungo dei due precedenti, va da c.374r 
a c.388r. In questa parte MOBenedetto, allo scope di chiarire 
con la pratica l'uso delle sei regole fondamentali gi.2 esposte, 
propone, oltre ad esse, altre trenta regole "di quella natura." 
In ciascuno de-i casi egli enuncia la regola e illustra due prob- 
lemi la cui risoluzione si riconduce a quella di un'equazione 
della forma considerata. Elenchiamo tali regole nell'ordine e 
con la numerazione usati dall'autore, per brevitg usiamo il 
simbolismo modern0 e consideriamo direttamente le equazioni 
nella forma monica, a differenza di quanto fa il nostro abacista 
the propone sempre il case generale, e come prima operazione per 
la risoluzione, esegue la riduzione a forma monica. 
1. x2 = cx x=c 
2. x* =c x=G 
3. x=c x=c 
4. x2 + bx = c x = &b/2)* + c - (b/2) 
5. x2 + c = bx 
6. x* =bx+c 
x = b/2 + &b/2)* - c 
x = w + (b/2) 
7. x3 = c x= 3Jc 
a. x3 = cx 2 x=c 
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9. x3 = cx 
10. x3 + bx2 = cx 
11. x3 + cx = bx2 
12. x3 = bx2 + cx 
13. x4 = cx 3 
14. x4 = ,x2 
15. x4 = cx 
16. x4=c 
x= 6 
x = 3sd- 
x= 4L 
17. x4 + bx3 = cx 2 x = j(b/2)2 + c - (b/2) 
18. x4 + ,x2 = bx3 x= (b/2) + w 
19. x4 = bx3 + ,x2 
20. x5 = .x4 
21. x5 = cx 3 
22. x5 = cx 2 
23. x5 = cx 
24. x5 = c 
25. x5 + bx 4 = cx 3 
26. x5 + cx3 = bx4 
27. x5 = bx4 + ,x3 
28. x6 = 05 
29. x6 = cx4 
30. x6 = cx3 
31. x6 = ,x2 
x= 6 
x = &/2)2 + c - (b/2) 
x= (b/2) + i(b/2) 2 - c 
x = i(b/ii!)2 + c + (b/2) 
x=c 
x = /(b/2)2 + c + (b/2) 
x=c 
x=6 
x = 3Jc 
x= 4G 
x= z 
x = J(b/2)2 + c - (b/2) 
x= (b/2) + i(b/2) 2 - c 
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32. x6=cx x= 5Jc 
33. x6 = c x= Y-L 
34. x6 + bx5 = ,x4 x = i(b/2)2 + c - (b/2) 
35. x6 + ,x4 = bx5 x= (b/2) + d(b/2)2 - c 
36. x6 = bx5 + ,x4 x = i(b/2)2 + c + (b/2) 
Osserviamo the le regole di MOBenedetto si ottengono tutte 
da alcune fondamentali moltiplicandone tutti i termini per una 
opportuna potenza dell'incognita; le regole fondamentali sono 
quelle relative ai casi contrassegnati dai numeri: 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 16, 24, 33. Di questa circostanza, de1 resto, si era accorto 
anche lo stesso autore il quale, subito dopo l'esposizione delle 
prime sei regole, afferma: 
Molte altre reghole son chonstiuite a queste, le quali 
pervenghono quando si moltiplicha numero, chosa, censo 
per alchuno termine chome per me alquanto ne verr& 
dichiarando. [Benedetto 1463, c.376r] 
I problemi the illustrano i casi sopra elencati sono tutti, 
ad eccezione di tre, de1 tipo in cui si chiede di determinare due, 
tre o quattro numeri proporzionali a certi numeri interi dati: 
mt n, p, q, e tali da soddisfare ad alcune condizioni. L'autore 
pone i numeri da trovare uguali rispettivamente a: mx, nx, px, qx; 
le condizioni sono poi sempre tali da condurre direttamente 
all'equazione nella forma canonica. Solo nel second0 esempio alla 
regola 3, the corrisponde de1 resto ad un enunciate di altro tipo, 
Z necessario "raguagliare le parti" [5]. 
Le soluzioni ottenute son0 quasi sempre numeri interi molto 
piccoli, solo in sei problemi si perviene a soluzioni razionali 
(cfr.: 1.1, 1.2, 3.1, 3.2, 8.1, 8.21, mentre un solo problema, 
il 15.2, ha la soluzione espressa in forma di radice, 
Per quanto riguarda gli esempi posti a seguito delle regole: 
5, 11, 18, 26, 35, osserviamo the per essivengono calcolate due 
soluzioni solo quando queste sono entrambe intere, altrimenti 
viene calcolata la sola soluzione intera (cfr.: 11.2, 18.1, 26.1, 
26.2); in un case, precisamente nel primo problema della regola 
26, viene osservato esplicitamente the ci'o 5 fatto "per non aver 
rotti." 
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3. "LO QUART0 ET DECIMO LIBRO NEL QUALE SI DIMOSTRANO CHASI 
EXENPLARI ALLA REGHOLA DELL'ALGIBRA SECOND0 CHE SCRIVE 
MAESTRO BIAGGIO" 
In quest0 libro the va da c.388~ a c,408r, Benedetto conduce 
il lettore pi; addentro nell'uso della regola d'algebra presen- 
tandogli numerosi problemi molti dei quali di carattere mercantile. 
I casi esposti sono attribuiti ad un abacista de1 XIV secolo, 
MOBiagio, le cui opere sono andate perdute e de1 quale sappiamo 
solo quell0 the ci dice MOBenedetto stesso. Second0 quest'ultimo 
dunque, MOBiagio mori all'incirca nel 1340 e fu 
maestro e chonpagnio de1 gran Maestro Pagholo, el quale 
2 riposto in San&a Trinita. [Benedetto 1463, c.388~1, 
[61 
Le motivazioni the hanno spinto l'autore ad inserire nel suo 
trattato i problemi di MOBiagio sono di nuovo di carattere storico, 
egli afferma infatti: 
Voglio porre e chasi the strive Maestro Biaggio nel suo 
Trattato di Praticha, non perch; gli altri the &no 
scritto non dichino assai chopiosamente, ma perch: lui 
fu, sechondo the strive Maestro Gratia de Chastellani 
[7], el prima the a una buona praticha ridusse el detto 
trattato. [Benedetto 1463, c.388~1 
I casi presentati, nell'ordine in cui li aveva scritti 
MOBiagio, sono in tutto centoquattordici, dei quali ventotto di 
tipo pratico-mercantile e i rimanenti di carattere teorico. Tra 
quelli de1 primo tipo otto riguardano i viaggi e altrettanti il 
calcolo di interessi, sei chiedono di determinare il prezzo di 
acquisto e la quantitz di certe merci, due sono "ragioni di 
sollazzo," ed infine un solo problema 'e dedicate a ciascuno dei 
seguenti argomenti: geometria, leghe metalliche, calcolo di 
salari, cambio di monete [8]. 
I problemi di carattere teorico hanno prevalentemente le 
seguenti formulazioni: (i) Trova un numero tale the . . . . (ii) 
Trova due, tre o quattro numeri proporzionali a numeri dati, 
tali the . . . . (iii) Trova due, tre o quattro numeri tali the . . .; 
(iv) Dividi 10 in due o tre parti tali the.... Si contano dieci 
problemi de1 primo tipo, ventuno de1 secondo, trentacinque de1 
terzo ed ancora ventuno de1 quarto. 
Tutti i problemi risolti in questa parte si riconducono a 
una delle regole gi> enunciate da MOBenedetto, il quale di volta 
in volta, precisa a quale regola ci si debba riferire; le regole 
impiegate sono solo le prime diciannove, con una netta prevalenza 
delle prime sei. 
Vi sono poi alcuni casi the non rientrano nelle regole gi'a 
enunciate. 11 quint0 problema porta al seguente agguagliamento 
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(1/12)x2 + (2 + 1/12)x + 12 = x, the "non puz essere e per-2 dirai 
la questione non esser posta ragione;ole." 11 problema 32 conduce 
invece alla equazione biquadratica x + x2 = 110, the viene cor- 
rettamente risolta, anche se MOBenedetto osserva: 
Questa reghola non 2 ancora scritta, essa nel capitol0 
prim0 de1 seguente libro si dimostrer~. [Benedetto 
1463, c.392rl 
Osserviamo infine the i problemi 46 e 48 sono indeterminati, 
ma essi vengono risolti dando un valore arbitrario ad una delle 
quantits da trovare. 
I problemi di MOBiagio sono in generale molto pi: complicati 
di quelli proposti da MOBenedetto nel libro precedente, spesso per 
scrivere l'equazione the conduce alla loro risoluzione sono neces- 
sari molti calcoli preliminari e una scelta opportuna dell'in- 
cognita; inoltre, laddove noi oggi useremmo due o pit incognite, 
l'abacista medioevale spezza il problema in varie parti limitan- 
dosi cos‘l all'uso di una incognita sola. 
Nella risoluzione degli esercizi di quest0 libro vengono 
usati vari tipici procedimenti algebrici quali il prodotto di 
polinomi, la somma di frazioni algebriche, la razionalizzazione 
di radicali contenenti l'incognita; infine quasi sempre per 
arrivare a una delle forme canoniche per l'equazione s necessario 
"restaurare le parti" [S]. 
Si pu;j ritenere , per i motivi the vedremo oltre, the MOBene- 
detto sia trascrittore fedele dell'opera di MOBiagio, quest0 non 
gli impedisce per& di aggiungere qualche comment0 o chiarificazione. 
Co& relativamente al problema 31 nel quale si chiede di 
trovare un numero the sommato alla sua quarta potenza faccia 18, 
MOBenedetto osserva: 
In questa si perde el nostro Maestro chon cis sia cosa 
the voglia comporre una regola la quale all'altra 
simile proposta non ha luogo. [Benedetto 1463, c.391vl 
11 problema in questione infatti si riconduce alla risoluzione 
dell'equazione x4 + x = 18 er la quale M'Biagio propone la 
m - (l/2) = 4, dove l/2 viene 
for- 
mula risolutiva x2 = 
considerato come la met> de1 coefficiente de1 termine in x. La 
soluzione trovata in quest0 case 'e giusta, ma, come rileva 
MOBenedetto "proponendo altri numeri non serve." 
I1 problema 108 chiede di dividere 10 in due parti in modo 
the moltiplicata l'una per l'altra faccia quattro volte il quo- 
ziente della maggiore per la minore. Subito dopo l'enunciato 
MOBenedetto osserva: 
In questa dice Maestro Biagio, the non si cerchi 
d'asolvere tale quistione per aguagliamento d'algebra 
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inperoch‘e non 2 possibile et etiandio degli altri 
&no quest0 confermato, e certo mi rendo the non 
devono cerchare, imperochz avendo cercato, senza 
dubbio, arebbono trovato the per aguagliamenti si 
poteva asolvere. [Benedetto 1463, c.406rl 
Dopo aver dimostrato l'esattezza della soluzione, proposta 
senza spiegazioni da MOBiagio, Benedetto risolve la questione 
"per aguagliamenti" pervenendo all'undicesima regola. 
Le osservazioni e i commenti di MOBenedetto hanno scope 
esclusivamente didattico, e non certo quell0 di sminuire l'opera 
di Biagio, the viene invece valorizzata con un certo spirit0 
campanilistico dall'osservazione con la quale termina il problema 
98: 
E nota the quest0 case fu mandato da un Maestro 
dell'dquila a Firenze l'anno de1 1445. E perch; 
Maestro Biaggio ne strive uno, 5 voluto quell0 ch'; 
simigliante a quest0 lasciare, e quest0 scrire the 
assai 2 hello chase. [Benedetto 1463, c.404~1 
4. "EL QUINDECIMO LIBRO NEL QUALE SI CHONTENGONO 
CHASI D'ALQUANTI MAESTRI ANTICHI" 
11 quindicesimo libro, penultimo di tutta l'opera, e ultimo 
dedicate all'algebra, si apre con un'introduzione in cui vengono 
ricordati i maestri d'abaco da1 XIV secolo in poi, the second0 
la tradizione dell'epoca erano ritenuti i migliori algebristi in 
Firenze. 
Le dispute sono state grande et diverse proponendo quali 
sieno stati di pi'l eccellentie di sapere: o Maestro 
Pagholo, over0 Maestro Antonio, over0 Maestro Giovanni. 
E certamente di chi 2 insegnato , questi 3 di gran lunga 
gli 2nno avanzati, e ciascheduno chopiosamente ne' suoi 
trattati s mostro, . . . . E per rispondere alla disputa, 
quale di queste 3 avanzasse l'uno l'altro, certo in 
alchune eccellentie s'avanzavano, ma sanza spetialitz, 
ma in chomune esser nati a uno chorpo second0 me gudicho 
. . . . Fuori di chi ha insegnato sia anchora stato di 
quelli the sono eccelenti in queste scientie: fra quali 
fu Maestro Gratia frate di Sancto Aghostino gran 
teologho de' Chastellani. [Benedetto 1463, c .408~1 
MOBenedetto elenca poi alcuni maestri della generazione pre- 
cedente the, se pure meno validi di quelli gi'a ricordati, son0 ' 
tuttavia degni di essere menzionati, essi sono: MOBiagio, 
MOMichele padre di MOMariano, MOLucha, un altro MOBiagio. L'autore 
passa poi a ricordare numerosi maestri a lui contemporanei: 
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MOChalandro, MOBancho, MOAntoni dei Mancini, MOTadeo da Fighine, 
MOBettino, M"Lorenzo dei Champi, frate Mariotto da Guiducci. 
Le tre parti nelle quali 5 diviso il libro sono dedicate 
rispettivamente all'esposizione di problemi tratti dalle opere 
di: Leonardo Pisano, Giovanni di Bartolo, Antonio dei Mazzinghi. 
L'autore spiega poi di aver omesso i casi di MOPagholo poichs 
la sua opera se pure "assai chopiosa; ma non si trova se non 
ispezata," mentre le opere degli altri autori erano, all'epoca, 
conservate integre e "tutto il di si pub chiarire." 
4.a. "~0 primo chapitolo de1 penultimo libro, nel quale si 
scrivono e chasi di L.P. scritti nell'ultima parte della sua 
grande opera" 
I problemi de1 Fibonacci sono presentati 
a volere mostrare chome Lionardo Pisano arrechasse in 
praticha questa scientia in quelle parte the prima non 
s'usava. [Benedetto 1463, c.408~1 
Dopo aver ricopiato fedelmente da1 testo originale in lingua 
latina la parte autobiografica de1 prologo de1 Liber abaci, 
MOBenedetto espone ottantadue problemi the sono la traduzione 
quasi letterale, in volgare italiano, di altrettanti problemi 
della terza parte de1 quindicesimo capitol0 de1 Liber abaci (cfr. 
[Leonardo Pisano 1857, 406-4591). Seguono poi cinque problemi 
the non si trovano nell'edizione citata dell'opera de1 Pisano; 
va osservato altresi the tale edizione contiene altri sei problemi 
the MOBenedetto non riporta. 
Alcuni dei problemi de1 Fibonacci conducono alla risoluzione 
di equazioni biquadratiche e ciz induce MOBenedetto a completare 
la sua trattazione teorica con l'aggiunta di tre nuove regole le 
37, 38, 39, the scritte nel simbolismo modern0 sono le seguenti: 
37. x4 + bx2 = c x = /s - (b/2) 
38. x4 + c = bx2 x= / (b/2) + w 
39. x4 = bx2 + p x = /s + (b/2) 
Dopo l'enunciato di ciascuna regola viene risolta un'equazione 
ad essa relativa, the s seguita da una dimostrazione geometrica. 
I1 capitol0 prosegue con l'esposizione di sette problemi aventi 
lo scope di illustrare l'uso delle tre regole sopra esposte. DOW 
la dimostrazione geometrica relativa alla regola 39 leggiamo: 
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Molte altre reghole trovate in sulle tre passate potrei 
scrivere le quali quando arai a mente queste 3, quelle 
anchora intenderai. E oltre a quelle, certe agua- 
gliationi le quali, antichamente, sopra e chubi davano, 
si potrebbono scrivere, ma sono reghole molto ofuscate 
et in pi; dubio si risulta nella solutione the nel 
proporro de1 chase. [Benedetto 1463, c.430~1 
Nella prima frase chiaramente MOBenedetto accenna al fatto 
the si possono considerare anche equazioni biquadratiche di ordine 
superiore. Per quanto riguarda invece le antiche "aguagliationi 
sopra e chubi" pensiamo the quasi sicuramente egli si riferisca 
alle errate for-mule risolutive per equazioni di.terzo grado the 
si trovano in numerosi trattati dei secoli XIV e XV [Procissi 
1954; Van Egmond 19781. 
Dal confront0 con il testo latino de1 Liber abaci e la 
traduzione di MOBenedetto, si puz senz'altro affermare the gli 
interventi di quest'ultimo si limitano all'aggiunta di qualche 
chiarimento, alla specificazione della regola in relazione ai 
casi presentati nel libro tredicesimo, e al completamento dei 
calcoli, the spesso l'antico maestro aveva trascurato indicando 
solo i risultati. La versione di Benedetto, se anche il capitol0 
d'algebra de1 Liber abaci fosse andato perduto, fornirebbe tutto 
inter0 lo spirit0 e il contenuto dell'opera. 
La fedelta delle traduzioni di Benedetto the abbiamo potuto 
verificare sia per il trattato di al-Khowarizmi the per quell0 di 
Leonardo Pisano, ci permette di inferire the, anche nei casi in 
cui vengono riportate opere delle quali z andato perduto l'orig- 
inale, esse rispecchiano con esattezza lo spirit0 dell'autore, 
4.b. "El sechondo capitol0 de1 15O libro, nel quale sono scritti 
certi chasi di Maestro Giovanni, the nelle sue opere sono 
scritti" 
11 capitol0 in questione va da c.431~ a c.45Ov, la prima mezza 
carta i! dedicata alla biografia di MOGiovanni. Veniamo co& 
informati the Giovanni figlio di Bartolo, un muratore di modeste 
condizioni economiche, fu allievo di MOAntoni de'Mazzinghi the 
teneva bottega press0 il ponte S. Trinita in Firenze. Morto 
Antonio verso il 1390, Giovanni, a soli diciannove anni, cominci; 
ad insegnare nella bottega the era stata de1 suo maestro, il quale 
gli aveva altres?. lasciato in eredit'a i suoi libri. Gli altri 
abacisti della citt'a invidiosi de1 giovane, pensando the egli non 
fosse all'altezza de1 suo compito cercarono di fargli chiudere la 
scuola tendendogli un tranello. Essi radunarono tutti i loro 
migliori allievi e li mandarono alla bottega di Giovanni con 
l'ordine di metterlo in difficoltz. I discepoli andarono e poser0 
le loro domande, a tutte fu per; risposto in modo co& chiaro e 
soddisfacente the "parve loro in quel poco di spatio avere pi'; 
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inparato chel resto del tempo," cos? molti di loro anzichg 
tornare dai vecchi maestri preferirono frequentare la scuola di 
Giovanni. Egli durante la sua vita scrisse "in molte facults 
be22e opere et in massime nella praticha." Benedetto non 'e certo 
della data di morte di Giovanni di Bartolo the pone comunque dopo 
il 1440. 
Notizie sulla vita dell'abacista ci sono fornite anche da 
vari documenti conservati negli archivi fiorentini [9]. Da questi 
apprendiamo the egli nacque nel 1364 e the all'attivits di insegna- 
mento nelle discipline dell'abaco affiancz, negli anni da1 1401 
al 1431, quella di insegnante di Astrologia all'universit; di 
Firenze; egli prestz anche la sua opera di consulente nella costru- 
zione della cupola de1 Duomo di Firenze negli anni: 1417, 1420, 
1425. 
Oggetto de1 second0 capitol0 de1 quindicesimo libro de1 mano- 
scritto L.IV.21 sono cinquantasette casi tratti dalle opere di 
Giovanni di Bartolo 
e bench6 non sieno chasi d'alta immaginazione, niente 
di meno gli piglio perch6 sono sopra e chasi de1 nono 
capitol0 trovati, et &no alchuna parte di dolceza. 
[Benedetto 1463, c.431~1 
I problemi di MOGiovanni non sono dunque scelti da MOBenedetto 
perch; particolarmente difficili, ma perch6 piacevoli e soprat- 
tutto perch6 sono dello stesso tipo di quelli contenuti nel nono 
libro, dove l'autore aveva esposto la "reghola de1 Chatain inter- 
pretata reghola di 2 false positioni." 
Ricordiamo, a quest0 proposito, the nelle scuole d'abaco 
usualmente veniva insegnata , per la risoluzione dei problemi, la 
regola di doppia falsa posizione, essendo invece l'insegnamento 
della regola d'algebra riservato agli allievi pi?i dotati e deside- 
rosi di penetrare pit a fondo lo studio della matematica. Va 
notato altres?. the in molti trattati d'abaco dei secoli XIV e XV, 
come pure in molti testi di aritmetica a stampa dei secoli suc- 
cessivi, manta un capitol0 dedicate all'algebra, mentre z presente 
quell0 relativo alla falsa posizione. L'inserimento dunque, da 
parte di Benedetto, nella parte d'algebra de1 suo trattato, di 
problemi the usualmente venivano risolti con la regola di doppia 
falsa posizione, ha probabilmente lo scope di ricordare al lettore 
the quest'ultima p& essere spesso sostituita con la regola 
d'algebra. 
I problemi presentati in quest0 capitol0 sono tutti di carat- 
tere pratico, ventotto di essi riguardano quelle the usualmente 
vengono denominate ragioni di denari, sedici risolvono questioni 
di baratto (cioi! di scambio di merci), otto chiedono di calcolare 
il tempo impiegato da varie maestranze nel fare lavori, ed infine 
quattro sono dedicati alle compagnie (cio'e alle societ> d'affari). 
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Anche in quest0 capitolo, in ogni problema, l'autore precisa, 
second0 la numerazione da lui introdotta nel libro XIII, la regola 
alla quale si s ricondotto; le regole impiegate son0 quelle con- 
trassegnate coi numeri: 1, i, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 12, 15, 16. 
Data la semplicitz delle regole usate si potrebbe pensare the 
i casi di MOGiovanni siano di facile risoluzione, in realts non 5 
co&. e lo stesso Benedetto, per mettere in evidenza le doti di 
Giovanni di Bartolo, pone a raffronto due risoluzioni di uno stesso 
problema, il diciottesimo, una dovuta a un certo MOMichele e 
l'altra, molto pi; semplice ed elegante dovuta appunto a MOGiovanni. 
4.c. "El terzo chapitolo et ultimo de1 quindecimo libro, nel quale 
si chontengono chasi scritti nel trattato di Maestro Antonio nomi- 
nato di Fioretti" 
Quest0 capitol0 the occupa le carte dalla 451r alla 474v, si 
apre con una introduzione di una mezza carta circa, in cui 
MOBenedetto traccia una breve biografia di MOAntonio. Apprendiamo 
co&. the quest'ultimo fu membro della famiglia dei Mazzinghi 
nativi di Peretola, una localit'a vicina a Firenze. 11 padre, uomo 
facoltoso, volendo dare al figlio "virt; le quali per alchuno ac- 
cidente gli fussino tolte," lo fete istruire nella lettura, nella 
scrittura e nella grammatica, in breve tempo Antonio impa& a 
leggere e a scrivere molto bece sia in latino the in volgare. 
Successivamente egli si dedico allo studio della matematica sotto 
la guida di MOPaolo raggiungendo un alto grado di perizia, come 
dimostra la circostanza the, avendo MOPaolo lasciato in credits 
i suoi libri astrologici e i suoi strumenti 
a chi pi?i sapesse et in ciascuna facults. E fu, dopo 
lunghe dispute fatte in molto tempo, chon onorevole 
modo mandati a chasa [di] Maestro Antonio, [Benedetto 
1463, c.451r] 
Egli tenne scuola nella Bottega d'abaco a Santa Trinita e 
fu tenuto in grande considerazione dai suoi contemporanei, tanto 
the per dare la misura della difficoltz di un problema si diceva 
the neanche MOAntoni aveva saputo risolverlo. Egli fu molto 
dotto 
non solamente in arismetrica et geometria, ma in 
astrologia, musicha ancora, in edificare, in prospet- 
tiva, in tutte l'arte di grande intelletto. [Benedetto 
1463, c.451~1 
Antonio mar? verso il 1390 alllet> di trent'anni circa, e 
nella sua breve vita scrisse molte opere di aritmetica e geometria, 
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fra le quali la pi; importante 'e quella denominata Fioretti; da 
essa sono tratti i casi presentati da MOBenedetto [lo]. 
I problemi in questione sono quarantaquattro, di cui tren- 
tasei teorici e gli altri mercantili. Tra questi ultimi se ne 
contano tre di calcolo di interessi, due di baratto, due di cambio 
di monete, uno di compagnie. Anche se i problemi di tipo mercan- 
tile hanno spesso un grado di difficoltz notevole e certamente 
superiore a quell0 dei problemi presentati nel trattato di 
MOBenedetto fino a quest0 punto, tuttavia 5 nella risoluzione dei 
problemi teorici the l'abilitz matematica di MOAntoni appare 
dawero sorprendente. Le formulazioni di tali problemi sono de1 
tipo: (i) Fa di un numero (10, 12, 14, 15, 19) due o tre parti tali 
the . . . . (ii) Trova due numeri tali the . . . . (iii) Trova tre, quat- 
tro, cinque numeri in continua proporzione tali the.... Per dare 
un'idea delle difficolts affrontate da MOAntoni scriviamo, in 
simbolismo moderno, i sistemi algebrici equivalenti ad alcuni degli 
enunciati de1 Mazzinghi, dove x, y, z, t rappresentano i numeri 
cercati. 
x+y+z=19 x+y+z=l0 
x:y = y:z x:y = y:z 
x(y + z) + y(x + z) + z(x + y) = 228 x2 + y2 + 22 = 40 
x+y+z=ll 
x:y = y:z 
XYZ = 64 
x+y=12 
($)2 + (:)2 + (z - ;)' = 6 + l/2 
I 
x+y=12 x+y=14 
;+: 5 = 64 XY m = 6 + (x - yj2 
x+y=lO 
x2 + y2 + J;; + G= 86 
x:y = z:t x:y = z:t 
xy = lx - Y) 
2 x2 + y2 = 60 
zt = x 2 + y2 z2 + t2 = xy 
z+t=19 zt = 10 
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x:y = y:z J;;G=x+y-20 
x2 + y2 + z2 = 84 
20 20 20 x2 + y2 = 700 -e-z 125 x Y = 
Per valutare pienamente l'abilit: di MOAntoni sarebbe 
necessario esporre dettagliatamente le sue risoluzioni; esse 
talvolta pur con l'ingombrante linguaggio retorico sono identiche 
ai procedimenti algebrici moderni, altre volte invece fanno uso 
di artifici e scorciatoie veramente notevoli, the testimoniano 
della grande capacits matematica de1 loro autore. Osserviamo 
infine the nella risoluzione di alcuni problemi il Mazzinghi 
introduce due incognite una delle quali viene denominata cosa 
e l'altra quantitz. Per quanto Z a noi noto, egli 'e il prim0 
autore ad usare due incognite con denominazione diversa, Nella 
raccolta curata da Benedetto troviamo per la prima volta sia la 
cosa the la quantit'a nel nono problema. In esso si chiede di 
trovare due numeri the moltiplicati l'uno per l'altro facciano 
18, e la somma dei loro quadrati sia 27. L'abacista inizia la 
sua risoluzione supponendo the il primo numero "sia una chosa meno 
la radice d'alchuna quantitz, l'altra sia una chosa pi'l la radice 
d'alchuna quantits." 
Bench; MOBenedetto dichiari, come abbiamo gis notato, di 
condiderare equivalenti, da1 punto di vista delle capacitz mate- 
matiche, i tre autori dei quali riporta una trascelta di ragioni 
e cioz Leonardo Pisano, Giovanni di Bartolo e Antonio dei Maz- 
zinghi, ci'o non di meno l'aver egli invertito l'ordine crono- 
logic0 esponendo prima i problemi di Giovanni e poi quelli di 
Antonio, testimonia della necessit$ di procedere in tal modo allo 
scope di essere un buon didatta. Poich6 nella tecnica didattica 
si procede generalmente dai problemi pi: facili a quelli pi: 
difficili, segue quanta alta fosse la considerazione di MOBene- 
detto nei riguardi di MOAntonio. 
5. IL VALORE STORICO DELL'OPERA DI MOBENEDETTO 
Come avevamo gi$ osservato M'Benedetto p& essere conside- 
rato anche uno storico della matematica. Per quanto riguarda il 
suo contribute alla storia dell'algebra, egli ci permette di 
conoscere non solo quale fosse, in Italia e in particolare a 
Firenze, lo stato di tale disciplina verso la met; de1 XV secolo, 
ma anche di ricostruirne, in parte, la storia da1 suo "trasporto" 
in Italia. 
Innanzitutto i suoi riferimenti alla traduzione latina de1 
testo d'algebra di al-Khowarizmi ci confermano the le conoscenze 
algebriche furono trasportate in Italia non solo attraverso 
l'opera di Leonardo Fibonacci, ma anche con la divulgazione 
della sopracitate traduzioni, 
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Le opere degli algebristi toscani dei secoli XIV e XV pre- 
sentate da MOBenedetto, ci mostrano come in tali secoli l'algebra 
fosse diventata strumento, sempre pisZ frequente, per la risoluzione 
di un sempre maggior numero di questioni aritmetiche. Tali opere 
evidenziano altres? un maggior numero di casi di equazioni alge- 
briche, the se anche per noi facilmente riconducibili a equazioni 
di second0 grado, per il fatto di venire trattate separatamente, 
costringevano gli abacisti alla applicazione di nuove regole 
risolutive, spingendo co& la ricerca verso la risoluzione di 
equazioni di grado superiore al secondo. 
Da notare altresl negli scritti dei maestri citati, il pro- 
gressivo abbandono di riferimenti geometrici tanto cari al Pisano 
e lo sviluppo de1 calcolo algebrico the si fa, sia pure nel lin- 
guaggio retorico dell'epoca, man man0 p& astratto e complesso, 
tanto da portare, come abbiamo visto, anche alla introduzione di 
due diverse incognite. 
. . . Sottolineamo infine, p er i motivi the abbiamo pi?i volte 
evidenziato, l'attendibilitg di quanto asserito da Benedetto. 
Concludiamo osservando, ancora una volta, the troppi sono i 
meriti attribuiti a Luca Pacioli, considerato ingiustamente da 
molti l'autore di tutti gli avanzamenti contenuti nella Summa de 
arithmetica rispetto al Liber abaci. Tutto quanto viene riportato 
da1 Pacioli riguardo all'algebra 2! in real& gi'a contenuto nell' 
opera di Benedetto, e ci piace sottolineare la presenza nel trat- 
tato di quest'ultimo delle formule risolutive per equazioni della 
forma ax2n + bxn + c = 0, attribuite a Luca Pacioli gi$ da G. 
Cardano. Tali formule si trovano in real& anche in testi pit 
antichi di quell0 di Benedetto (cfr. p-e. il ms. I.VI.17 della 
Biblioteca Comunale di Siena). 
NOTES 
1. Per l'attribuzione de1 Codice L.IV.21 a MOBenedetto da 
Firenze vedi [Arrighi 19651. 
2. Oltre the nel codice gi'a citato, la Praticha d'arisme- 
trica 'e contenuta, sia pure in forma incompleta anche nei mano- 
scritti: Plimpton 189 della Biblioteca della Columbia Univer- 
sity, Ashburn 495 della Biblioteca Mediceo-Laurenziana di Firen- 
ze. Per un elenco delle copie de1 Trattato d'abacho vedi [Van 
Egmond 1976, 19801. 
3. Un'accurata descrizione de1 codice 2 fornita in [Arrighi 
19651. Quest0 articolo contiene altres?. un dettagliato indice e 
la trascrizione delle introduzioni a ciascun libro e capitolo. 
Questa opera per la sua importanza meriterebbe oltre the una 
completa trascrizione, uno studio ampio e approfondito. Finora, 
oltre alla presente analisi, ad essa sono stati dedicati due studi: 
[Arrighi 1967a], in cui si analizza la parte dedicata all'arit- 
metica speculativa; [Picutti 19781, in cui si studiano i problemi 
di analisi indeterminata de1 libro XVI. Recentemente sono stati 
HM 10 Benedetto e la Storia dell'Algebra 315 
editi, a cura de1 Centro Studi della Matematica Medioevale 
dell'Universi& di Siena, le trascrizioni dei libri XIII e XIV, 
e dei capitoli primo e second0 de1 libro XV, vedi rispettivamente: 
[Benedetto 1982; Biagio 1983; Benedetto 1983; Giovanni 19821. 
11 terzo capitol0 de1 libro XV s state trascritto da G. Arrighi, 
vedi [Antonio 19671. In [Karpinski 1910-19111 sono descritti i 
capitoli XIII e XIV de1 ms. Plimpton 189. 
4. Non intendiamo entrare nel merit0 della questione rela- 
tiva alle traduzioni latine dell'opera algebrica di al-Khowarizmi, 
per la quale rimandiamo a [Hughes 1982; Procissi 19521. 
5. Con questa locuzione 0 con l'altra equivalente "restaura 
le parti" gli abacisti medioevali indicavano l'operazione di 
aggiungere o togliere ad ambo i membri di una equazione la stessa 
quantit'a allo scope di rendere tutti i termini positivi, riducendo 
co& l'equazione ad una delle forme canoniche. 
6. Paolo, detto dell'Abaco, fu il pit famoso maestro d'abaco 
de1 XIV secolo. Egli s ricordato negli scritti di molti suoi con- 
temporanei. Paolo fu un valente geometra ed astrologo. L'unica 
data certa the lo riguardi z quella della sua morte, awenuta in 
Firenze nel 1367. Paolo fu sepolto nella chiesa di S. Trinita, 
nella quale egli aveva fatto costruire due Cappelle a sue spese. 
Per ulteriori dettagli sulla vita di quest0 abacista rimandiamo 
a [Van Egmond 19771. 
7. Gratia de' Chastellani fu frate dell'ordine degli 
Agostiniani, the aveva il suo convent0 press0 la Chiesa di S. 
Spirit0 in Firenze. Egli scrisse molti opere di matematica, prin- 
cipalmente di Ottica e Prospettiva. Le sue opere sono andate per- 
dute, sono rimasti tuttavia alcuni frammenti inseriti in opere di 
altri autori. Frate Grazia insegnz Teologia nello Studio di 
Firenze, nei documenti de1 quale troviamo la data della sua morte 
awenuta nel 1401 (vedi [Van Egmond 19761). 
8. Per quanto riguarda la tipologia dei problemi pratico- 
mercantili si puz vedere [Franci & Toti Rigatelli 1982; Van Egmond 
19761 . 
9. Notizie su Giovanni di Bartolo sono fornite anche dal- 
l'anonimo autore dei codici Palatino 573 della Biblioteca Na- 
zionale di Firenze e Ottoboniano Latin0 3307 della Biblioteca 
Apostolica Vaticana di Roma. Nel Codice Palatino 573 sono poi 
riportati alcuni problemi attribuiti a Giovanni di Bartolo, 
diversi da quelli contenuti nel manoscritto senese L.IV.21 (vedi 
[Arrighi 1967c]). 
10. Nei gi> citati condici Palatino 573 e Ottoboniano Latin0 
3307 si danno notizie anche di Antonio dei Mazzinghi. In par- 
ticolare nel Palatino 573 sono riportati alcuni problemi di 
Antonio, the, purtroppo, salvo uno, coincidono con quelli scelti 
da Benedetto. 
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